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INVESTIGATION OF THE OPERATIONAL AND
CONCEPTUAL KNOWLEDGE LEVELS OF
THE DISTANCE AND OPEN
NEIGHBORHOODS CONCEPTS IN THE
METRIC SPACES ENTRY COURSE
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KAVRAMLARINDAKI ISLEMSEL VE KAVRAMSAL BILGI
DUZEYLERININ INCELENMESI
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Abstract

The focus of this study is on the conceptual and procedural knowledge levels related to the distance
function of the students studying in the second grade of Mathematics and Science Education Department
and the determination of neighborhoods and their graphs defined according to different metrics on the same
set. The data of the study in which the qualitative research design was used was obtained from responses
given to 4 open-ended questions applied to 28 teacher candidates who attended the Department of
Mathematics and Science Education at a state university. The questions were analyzed by two independent
field experts and presented under the findings. As a result of the research, it has been seen that most of the
learners are able to make the metric definition but make some mistakes in the operational part of the
definition. It has been observed that some of the students have difficulty in determining the neighborhood of
a point and drawing and commenting on their graph.

Keywords: Metric space, open neighborhoods, mathematics education, conceptual, operational.

Ozet

Bu calismanin odag Matematik ve Fen Bilimleri Egitimi Bélimu ikinci sinifinda okuyan 6grencilerin uzaklik
fonksiyonu ile ilgili kavramsal ve islemsel bilgi dtizeyleri ve ayni ktime tUuzerinde farkli metriklere gore
tanimlanan komsuluklarin ve onlarin grafiklerinin belirlenmesi Uzerinedir. Nitel arastirma deseninin
kullanildig1r calismanin verileri bir devlet Universitesinde Matematik ve Fen Bilimleri Egitimi Bolimuine
devam eden 28 6gretmen adayina uygulanan 4 adet acik uclu sorulara verilen yanitlardan elde edilmistir.
Sorular birbirinden bagimsiz iki alan uzmani tarafindan analiz edilmis ve bulgular temalar altinda
sunulmustur. Arastirma sonucunda c¢ogu Ogrencinin metrik tanimini yapabildikleri fakat tanimin
uygulanmasi olan islemsel kisimda bazi hatalar yaptiklari gériilmustir. Ogrencilerin bazilarinin ise bir
noktanin komsulugunu belirlemede ve grafigini ¢izip yorum yapmakta zorlandiklari gézlemlenmistir.
Anahtar Kelimeler: Metrik uzay, acik komsuluk, matematik egitimi, kavramsal, islemsel
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1. Giris

Bu gline kadar matematigin tamiminin ne olduguna dair c¢ok farklhh gorisler
sunulmustur. Baz: bilim adamlar1 matematigi insan tarafindan yaratilan zihinsel bir
sistem olarak ifade derken; bazi bilim adamlar1 ise matematigi bir soyutlama ve
modelleme ve de biitlin bilimlerin ortak bir dili olarak ifade etmislerdir ( Inceoglu,
2009). “Matematik soyut dustncelerimizi sistematik bicimde ifade edebilmemizi
saglayan bir evrensel dil, evrensel kulttir ve bir yazilim teknolojisidir” (Hacisalihoglu,
Mirasyedioglu ve Akpinar, 2004: 1).

Matematigin kendine 6zgt bir dili vardir. Bu dili 6grenmek icin bu dile ait olan
kavramlar: bilmek gereklidir.

Nesnelerin ve olaylarin ortak 6zelliklerini kapsayan ve bir ortak ad altinda toplayan
genel tasarim olarak tanimlanan “kavram” aslinda distnmeyi saglayan zihinsel bir
aractir. (www.tdk.org.tr ve Senemoglu, 1997). Bir diger tanimlamaya goére ise ‘kavram’,
bir benzer o6zelliklere sahip olay, fikir ve objeler grubuna verilen ortak isim seklinde
ifade edilmistir (Erden ve Akman, 1998). Kavramsal bilgiyi Hiebert (1986)
“matematiksel anlamda kavramsal bilgi, iliskilendirilmeleri bakimdan zengin olan bilgi
ve bilgiler ag1” olarak tanimlar.

Matematikte kullanilan kavramlar genellikle soyut, karmasik ve hiyerarsiktir (Nesbit,
1996). Limit, sutreklilik, ttirev v.b gibi analiz derslerinin en temel kavramlari acik
komsuluk kavrami yardimiyla tanimlanabilir. A¢cik Komsuluk kavramini tanimlamak
icin ise uzaklk fonksiyonunu diger bir deyisle metrik fonksiyonunu kullanmak
gereklidir. Ogrenciler ortaokul ve lise yillarinda uzaklik kavramini kullanmislardir.
(&, b) acik araliginin uzunlugunun mutlak deger yardimiyla |a — 5l oldugunu biliyorlar.

Mutlak degerin her zaman pozitif oldugunu, . (a,b) acik araliginin uzunlugu ile (k, a)

acik araliginin uzunlugunun ayni oldugunu; bir noktanin kendisine olan uzakliginin
sifir oldugunu ; Gi¢ noktadan herhangi iki nokta arsindaki uzakligin diger nokta ciftleri
arasindaki uzakliklarin toplamindan kuicik esit oldugunu biliyorlar. Dolayisiyla
metrik kavrami cogumuzun sezgisel olarak bildigi uzaklik kavraminin bir genellemesi
olan bir topolojik kavramdir.

Topolojinin egitim baglaminda ele alinmasinin genellikle Piaget ve Inhelder’in (1956)
calismalarina dayandigr gorulmektedir .Bu arastirmacilar “topolojik o6ncelik tezi
(topological primacy thesis)” olarak bilinen iddiayr ortaya atmislardir. ( Delice ve
Karaaslan 2016). Bu teze gore kiictik cocuklar uzay: ilk énce topolojik, sonra projektif
ve en son Oklid olarak algilamaktadirlar (Baki, 2006; Darke, 1982; Delice ve
Karaaslan 2016). Buna gore once sureklilik, sira gibi topolojik o6zellikler, sonra
perspektif gibi projektif &zellikler, en son olarak da uzaklik gibi Oklid 6zellikler
algilanir.

2. Yontem

Bu calismada bir devlet Giniversitesinin Matematik ve Fen Bilimleri Egitimi Bé6limuinde
2. Simiflar icin acilan Metrik Uzaylara Giris dersinde 6grencilerin uzaklik fonksiyonu
ile ilgili kavramsal ve islemsel bilgi dtizeyleri ve ayni ktime Uzerinde farkli metriklere
gore tanimlanan komsuluklarin ve onlarin grafiklerinin belirlenmesinde yaptiklar:
hatalar1 derinlemesine incelemek hedeflendigi icin nitel bir yaklasim benimsenmistir.
Calismanin deseni temel nitel arastirma (Merriam, 2013) olarak belirlenmistir.
Merriam (2013) nitel arastirmalarin tamaminin yorumlayici bir bakis acisiyla ele
alindigini ifade ederek fenomenolojik, gdmuld, dyktisel analiz, elestirel ya da etnografik
arastirma gibi bir desen altinda ele alinmayan calismalarin temel nitel arastirma
| olarak adlandirilabilecegini ifade etmistir (s.22).
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2.1. Calisma Grubu

Bu calismanin arastirma grubunu, Turkiye’de bir devlet tiniversitesinde Matematik ve
Fen Bilimleri Egitimi Bélimutinde okuyan 28 6grenciden olusturmaktadir. Arastirmaya
Metrik Uzaylara Giris sec¢cmeli dersini alan ikinci ve tUg¢lUnct swmif O6grencileri
katilmislardir. Bu 6grencilerin 25’ i kiz 3’ 0 erkek 6grencidir.

2.2. Veri Toplama Arac1

Metrik Uzaylara Giris dersinde uzaklik fonksiyonu, komsuluk kavrami ve komsuluk
kavraminin geometrik yeri konularindaki hata ve kavram yanilgilarini 6lgmek
amaciyla 4 adet acik uclu sorunun bulundugu bir sinav uygulanmistir. Sorular
hazirlanirken 6ncelikle alan yazin taramasi gerceklestirilmis ve daha sonra matematik
egitiminde uzman arastirmacilardan gortis alinmistir. Sinavin degerlendirilmesi
sonucu 6grencilerden elde edilen sonuclar cevapsiz, tamami yanlis, tam dogru, kismen
dogru ve c¢6zim yolu dogru islem hatali olarak bes kategoride incelenmis ve ylzde
grafikleri hesaplanmistir.

Sinav sorularini sunmadan 6énce Metrik Uzay ve komsuluk kavramlarini hatirlayalim.

Tanim 1. ¥ kiimesi bos kimeden farkli herhangi bir kiime olmak tizere
d:XxX = R

fonksiyonu her x,v,z X icin ;

M1. dlx,y) = 0

M2. dlx.y) =0sx=y

M3. dlx,y) = dly, x)

M4. d(x,y) = d(x,z) + dlz,y) (Gcgen esitsizligi)

Kosullarim1 gercekliyor ise d fonksiyonuna X kimesi Uizerinde bir metriktir denir.
Uzerinde bir d metrigi tanimlanan X kiimesine de metrik uzay denir ve genellikle

(¥x.d) ile gosterilir. (Baskan Bizim Cangul, 2006)

Tanim 2. (¥, d) metrik uzayi ve herhangi bir a ¥ noktasi verilsin. £ = 0 olmak tizere
Nig.z) = {xe Xldla. x) < =}

ktimesine & noktasinin ¢ - acik komsulugu denir. (Baskan v.d 20006)

Uygulanan acik uclu sinav sorular: asagidaki tabloda verilmistir:
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Tablo 1. Acik uglu sorular

Soru 1 Metrik uzay kavramini tanimlayiniz ve ®* Uizerinde x =1( x,x;)vey =(¥.¥;) olmak Uizere
d: B'xE? = Bidix) = |x — |l + |x;— 32| olarak tanimlanan d fonksiyonunun bir metrik

oldugunu gésteriniz

Soru 2 & lizerinde x=( XX ) Ve ¥ = (¥u.¥:) olmak tizere

dExE = Red(xy) = (x, — v 00+ (x, — 9,7 biciminde tanimlanan Oklid metrigine gére O

noktasinin £ komsulugunu belirleyip grafigini diizlemde ciziniz

Soru 3 R tlizerinde d:FE*xR* = Ridix) =[x — 3| +1x; — ;| taksi metrigine gére 0 noktasinin O

noktasinin £ komsulugunu belirleyip grafigini diizlemde c¢iziniz

Soru 4 2.ve 3. sorularda elde edilen sonugclar1 yorumlamalayiniz

Bu sorularin amaci metrik uzaylarin temel kavramlarini vermek, koordinat
dtizleminde ( E®ile gosterilir) bir noktanin komsulugunun grafigini farkli metriklere

gore cizmek ve elde edilen sonuglar: yorumlamaktir.
2.3. Verilerin Analizi

Analiz iki asamali gerceklestirilmistir. Ilk olarak sinavda sorulan sorularin
cozlimlerinin analizi yapilmis, yanitlar genel bir performans elde edilmek icin tam
dogru yanit, kismen dogru yanit, yanlis yanit ve yanit yok seklinde bes temel
kategoride siniflandirilmistir. Bu siniflandirmada temel alinan bilesenler sunlardir:

Tam Dogru Yanut : Cevabin tim bilesenlerini iceren,

Céztim yolu dogru islem hatalt : Cevabin cogu bilesenlerini iceren fakat islem
hatali

Kismen Dogru : Cevabin tim bilesenlerini icermeyen,

Tamam: Yanlis : Cevapla ilgisi olmayan ya da yanlis bilgi iceren, kavram

yanilgisi iceren veya mantiksiz cevap

2

Yanit yok : Cevabi bos birakma.

Soruya iliskin genel bir yorum elde edilmek icin yapilan ilk analizin ardindan ikinci bir
analiz gerceklestirilmistir. Tematik olarak gerceklestirilen bu ikinci asamada her bir
soruya iliskin hatalar temalar ve alt temalar altinda toplanmistir. iki arastirmaci
tarafindan bagimsiz olarak belirlenen temalar icin goéris birligi saglanmistir. Analiz
tablolar araciligiyla sunularak yorumlanmis, bulgularda dogrudan alintilara yer
verilmistir.

2.3. Bulgular

Ogrencilerin Sorulara iliskin Genel Durumu

Asagidaki tablo 6gretmen adaylarinin metrik uzaylara giris dersinde hazirlanan yazih
sinava verdikleri cevaplarin sorulara gore dagiliminin ytizdeliklerini ifade etmektedir.
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Tablo 2: Sorulara verilen cevaplarin yiizdeleri

Coztim yolu
Sorular Cevap Yok Tamami yanlis Kismen Dogru dogru islem Tam Dogru
hatali

F % F % F % F % F %
1 0 0 1 3,57 10 35 17 60,71
2 0 1 3,57 2 7,14 13 47 12 42,85
3 0 0 3 10,71 8 28,57 17 60,71
4 1 3,57 0 21 75 0 0 6 21,42

Yukaridaki tabloya gore 6grencilerin %60,71’ i birinci soruya dogru cevap vermislerdir.
%35’ i baz1 hatalarla soruyu cevaplamislardir. Bu soruyu tamamen yanlis yapan ve
cevaplamayan hicbir 6grenci yoktur. Bu nedenle kavramsal olan bu soruda
dgrencilerin basarili oldugunu séyleyebilir. Uctincti soru da birinci soru gibi
%60,71lik bir oranla dogru olarak cevaplanmistir. Bu soruda %28,57’ lik bir oranla da
o6grenciler ¢6ziim yolu dogru fakat islem hatali bir sekilde sorulari cevaplamaislardir.
%10,71’ lik bir oranla 6grenciler bu soruyu kismen dogru olarak cevaplamaislardir. Bu
soruyu tamamen yanlis yapan ve cevaplamayan hicbir égrenci yoktur. Ikinci soruda
O0grencilerin ¢6zim yolu dogru fakat igslem hatasi yaparak en yuksek oranda bu
soruyu cevaplamislardir. %47’ lik bir oranla da kismen dogru olarak cevaplamislardir.
Hi¢c cevap vermeyen o6grenci yoktur ve bir 6grenci ise tamamen yanlis olarak bu
soruyu cevaplamaistir.

En az dogru cevabin verildigi soru doérdiincti sorudur. Bu soruya 1 6grenci hicbir
cevap vermemistir fakat %21,42’ lik bir oranda tam dogru olarak cevaplandigl
gozlemlenmistir.

Ogrencilerin Her Bir Sorudaki Hatalarinin Analizi

Gerceklestirilen ikinci analiz 6grencilerin her bir soruda vermis olduklar1 yanlis
yanitlarinin analizini kapsamaktadir. Bu dogrultuda 6grencilerin yaptiklar: hatalar her
bir soru i¢in ayr ayr1 simniflandirilarak detayl bir sekilde sunulacaktir.

Ogrencilerin metrik uzayr tanimlama ve bunu bir &érnek tUzerinde uygulama

sorusundaki cevaplar Tablo3’ de gértildtigt gibi doért tema altinda incelenmistir.
Tablo 3. Ogrencilerin 1. Soruda kullandiklar:1 ¢oklu temsiller

Tema F
Tanim tam dogru 15
Tanim eksik ya da hatali 9
Tanimin uygulanmasi hatali 20
Tanimin uygulanmas: tam dogru 3
Toplam 47

Birinci soru kavramsal ve ayni zamanda islemsel bir sorudur. Tablo 3 incelendiginde
birinci sorunun en yuksek cevaplanma oranina sahip oldugu gortlir. Bu soruda
o6grencilerin metrik uzay kavramini tanimlamada sikinti yasamadiklar1 fakat mutlak
deger yardimiyla tanimlanan d fonksiyonunun metrik oldugunu gostermede bazi
hatalar yaptiklar1 géralmutstir. Bu yapilan hatalarin neredeyse tamami Ucgen
esitsizligine yonelik yapilan hatalardir. Ayrica tanimi hatali yapanlarin tanimin
uygulamasini da hatali bir bicimde yaptiklar: gézlemlenmistir. Sekil 1’ de verilen 6rnek
tanimin uygulamas: asamasinda U¢gen esitsizligine dair yapilan hatay:
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gostermektedir. Burada 6grencinin mutlak deger esitsizliklerini yanlis uyguladig
gortilmektedir.

Sekil 1. 1. Soruda tanimin uygulanmasini hatali yapan 6grenci 6rnegi

Ogrencilerin  R? {izerinde tanimlanan Oklid metrigine goére bir noktanin

komsulugunun cebirsel ifadesini belirlemede ve grafigini cizme sorusundaki cevaplar

Tablo4’ de géruldtiga gibi Gi¢c tema altinda incelenmistir.
Tablo 4. Ogrencilerin 2. Soruda kullandiklar1 ¢coklu temsiller

Tema F
Cebirsel dogru grafik eksik 8
Cebirsel eksik ya da yanhs grafik dogru 5
Cebirsel dogru grafik dogru 15
Toplam 28

Tablo 4 incelendiginde E? tizerinde tanimlanan Oklid metrigine gbére bir noktanin

komsulugunun cebirsel ifadesini belirlemede ve grafigini ¢izmede cogu 6grencinin
sorun yasamadigl goérilmustir. Bazi 6grenciler komsulugun cebirsel ifadesini dogru
bir bicimde ifade ederken bu komsulugun grafigini RE»’ de cizerken hatalar

yapmislardir. Bazi 6grencilerin ise cebirsel ifadede hatalar yaptiklari halde grafigi
dogru bir sekilde cizdikleri gértilmektedir. Sekil 2’deki verilen 6rnekte sasirticit olan
cebirsel ifadeyi yanlis belirleyip grafigi dogru cizen bir 6grencinin varhigidir. Sekil 3’
deki 6rnekte 6grencinin cebirsel ifadeyi baslangicta dogru yaparken sonradan hataya
distiagi ve bu nedenle grafigi hlatall cizdigi gortlmustuar.

o O

Sekil 2. 2. Soruda Cebirsel “ifadesi yanlis olan fakat grafigi dogru cizen bir 6grenci

Ornegi
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Sekil 3. 2. Soruya iligkin 6grenci hatasi

Ogrencilerin B* tizerinde tanimlanan taksi metrigine gére bir noktanin komsulugunun

cebirsel ifadesini belirlemede ve grafigini cizme sorusundaki cevaplar Tablo5’ te

goruldtigti gibi Gic tema altinda incelenmistir.
Tablo 5. Ogrencilerin 3. Soruda kullandiklar: ¢coklu temsiller

Tema F
Cebirsel dogru grafik eksik 9
Cebirsel eksik ya da yanlis grafik dogru 4
Cebirsel dogru grafik dogru 17
Toplam 30

Tablo 5 incelendiginde R? tizerinde tanimlanan taksi metrigine gére bir noktanin

komsulugunun cebirsel ifadesini belirlemede ve grafigini cizmede cogu 6grencinin
sorun yasamadigl gorilmustir. Bazi 6grenciler komsulugun cebirsel ifadesini dogru
bir bicimde belirlemislerdir fakat bu komsulugun grafigini R*’ de cizerken hatalar

yapmislardir. Dért 6grenci ise cebirsel ifadede hatalar yaptiklar: halde grafigi dogru bir
sekilde cizdikleri gorilmektedir. On yedi 6grenci ise soruyu tam dogru cevaplamistir.
Sekil 4’ teki 6rnekte 6grencinin E*’ de 0 noktasinin komsulugunu cebirsel olarak

dogru bir sekilde ifade ettigi fakat bu komsulugun grafigini hatali bir bicimde c¢izdigi
gorulmustir.

..................................................................... e

................ = 5xeet ]l aolal gl 2

Sekil 4 3. Soruya iliskin 6grenci hatasi
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Ogrencilerin ikinci ve Uiclincii soruya verdikleri cevaplari yorumlama sorusundaki

cevaplar Tablo 6’ da goraldtgl gibi tic tema altinda incelenmistir.
Tablo 6. Ogrencilerin 4. Soruda kullandiklar:1 ¢oklu temsiller

Tema

Yorumu tam dogru yapan
Yorumu eksik yapan 2
Yorumu hi¢ yapmayan

== O\m

Toplam
28

Tablo 6’ ya gére en az dogru cevaplanan soru dérdincti sorudur. E® tzerinde

tanimlanan Oklid ve Taksi metrigine gére sirasiyla ikinci ve ticltincti sorulara verdikleri
yanitlara gore bir yorumlama istenmisti. Elde edilen verilere gére cebirsel olarak
belirledikleri ve grafigini cizdikleri iki komsulugun ayni kiime tuzerinde iki farkli
metrige gore farkli komsuluklar belirleyebilecegini ve bunlarin dizlemdeki grafiginin
farkli olacagini yorumlamakta zorluk ¢ektikleri géralmuisttr.

.......
.............
.........................................................................................

...........

.....
..................................................

Sekil 6 4. Soruya iliskin 6grenci hatasi

Sonuc ve Oneriler

Ogrencilerin Metrik Uzaylara Giris dersinde acik uclu sorulara verdikleri yanitlarda
yaptiklar1 hatalarin analizinden elde edilen bulgular kavramsal olarak metrik uzay
tanimini yapmakta zorlanmadiklar1 fakat mutlak deger yardimiyla tamimlanan bir
fonksiyonun metrik oldugunu kanitlarken ozellikle Ug¢gen esitsizligi kosulunun
kanitlanmasinda hatalar yaptiklar gozlemlenmistir. R tizerinde tanimlanan farkl iki

metrige gore R*’ deki O noktasinin bir komsulugunu belirleme ve bu komsulugun

grafigini cizmede cok fazla sorun yasamadiklari goértalmustir. Fakat bu iki sonucun
karsilastirmasi olan acik uclu soruda zorlandiklari séylenebilir. Ayni1 kime Uzerinde
tanimlanan farkli metriklere goére ayni noktanin komsuluklarinin farkli oldugunu
goremedikleri ve bu konuda yorum yapamadiklari gézlemlenmistir.

Matematik egitimi Gizerine yapilan bir calisma, 6grencilerin islemsel ve kavramsal bilgi
dizeylerinin dengeli olmadigini ve de islemsel bilginin daha cok 6ne ciktini
gostermektedir. Bu durumun ortaya cikmasinda ezberci 6grenmeyi 6zendiren, islemsel
bilgiyi 6ne cikaran, sadece kural, formul ve islem yUrtGtmeye dayali bilgileri élcen ve
bireylerin gelecekteki mesleklerinin belirlenmesinde 10 etkin rol oynayan merkezi
sinav sistemlerinin 6énemli rol oynadigi distnutlmektedir (Birgin ve Gurbtiz, 2009).
Ortadgretimde matematik dersleri kavramsal olarak islenmedigi ve cogu zaman ezbere
dayali formtller ve kurallar tizerinden islendigi icin konular 6grenme yerine
ezberlenmektedir.

Yapilan pek cok calismada Ogrencilerin sahip olduklar islemsel bilgilerin kalic1 ve
islevsel olmadig ifade edilmektedir. Bu arastirmalar 6grencilerin sahip oldugu islemsel
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ve kavramsal bilginin stire¢ icinde dengelenemedigini ve islemsel bilginin daha cok 6n
plana ciktigini ortaya koymaktadir. Matematik dersleri kavramsal agirlikli islenmedigi
icin konular 6grenme yerine ezberlenmektedir. Cogu 6grenci, kullandiklar: islemlerin
temelinde kavramlarin oldugunun ve matematigin ne anlama geldiginin farkinda
degildir. Onlar matematik 6grenmenin, anlamsiz semboller Uizerinde islem yapmak
olduguna inanirlar ve matematigi ezberleyerek 6grenmeye calisirlar (Soylu ve Aydin,
2006). Kavramsal 6grenmede ise 0grenci problem cdzmede ve matematiksel bilgileri
Uretmede kendi yaraticiligini, sezgilerini kullanabilen bir problem c¢éztictidur (Baki ve
Bell, 1997).

Ogrenciler lise yillarinda sinav sistemine dayali bir egitim sonucunda tiniversitelere
gelmektedirler. Bu egitimde daha cok algoritmik islemler ve bu islemlerin hizli bir
sekilde yapilmasi beklenmektedir. Harel ve Sowder (2005), Uhlig (2003) ve Stewartin
(2017) ifade ettigi gibi 6grencilerin Universiteye gelmeden 6nce kavramsal sorular ve
kanitlama becerisi gerektiren problemleri ¢cozmeleri Onerilebilir. Ayrica matematikte
6nemli bir yere sahip olan semboller, niceleyiciler gibi matematiksel dil
argimanlarinin 6gretim programlarinda vurgulanmasi gerekir.
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